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Встановлені оптимальні режими руху зернових сумішей на робочих органах 
гравітаційних зерноочисних машин за наявності сили тертя та характеру її зміни 
методами варіаційного числення, які мінімізують виникаючі у перехідних процесах коливання 
системи. 

Оптимізація, зернова суміш, сила тертя, вимушені коливання, закон руху, 
демпфуюча сила. 

Постановка наукової проблеми. Коливальні системи, що використовуються для 
сепарації зерна, можна віднести до систем з динамічною нелінійністю [1]. 

У процесі роботи таких систем виникають різноманітні за своєю природою непружні 
опори: оброблюваного зернового матеріалу; оточуючого повітря; внутрішні опори у 
матеріалі конструкцій машини; опори, обумовлені витратами енергії у болтових та 
шарнірних з’єднаннях, направляючих, у місцях опор та закріплень пружних елементів тощо. 
Всі ці опори по-різному змінюються у залежності від переміщень елементів коливної 
системи. Кожен з них впливає на форму та амплітуду коливань зернового матеріалу, а також 
на витрати енергії. 

Результуючу всіх непружних опорів коливальної системи для сепарації зернового 
матеріалу можна подати як багатокомпонентний опір, який складається з суми одночасно 
діючих однокомпонентних опорів. У якості однокомпонентних опорів розглядаються: опір, 
який залежить від швидкості; гістерезисний опір який є функцією переміщення й залежить 
від амплітуди; опір, який залежить від фази вимушеної сили; опір, який залежить тільки від 
переміщення; постійний за величиною опір сухого тертя. Напрямок результуючого 
багатокомпонентного опору, так само як і напрямок його окремих компонентів, завжди 
протилежний швидкості. 

Точні аналітичні розв’язки рівнянь, які характеризують рух систем за наявності сил 
сухого тертя, важко отримати [1–8]. Опубліковані у літературі наближені методи можуть 
бути застосовані тільки до систем з малим опором, тобто з малою нелінійністю. Вказані 
наближені методи засновані на припущенні, що коливання гармонічні. 

Проте, у багатьох коливальних машинах для сепарації зернового матеріалу 
демпфуючі сили змінюються непропорційно швидкості, тобто, за формою є нелінійними. За 
величиною ці сили мають порядок вимушеної сили й можуть значно перевищувати величину 
сил пружності пружних елементів, тобто є відносно великими. Такі коливальні системи не 
можна розглядати як системи з малим опором. 

Оскільки член, котрий виражає опір, є нелінійним – рух негармонічний. Тому криві 
коливних величин )(),(),( txtxtx   відрізняються від косинусоїди чи синусоїди. Отже, форма 
коливань залежить від виду демпфуючої функції: один вид кривих – за сухого тертя, інший – 
за аеродинамічного опору, третій – за гістерезисних опорів і т.д. Звідси виникає необхідність 
встановити, який вид кривих має та чи інша демпфуюча функція. Знаючи це, за видом 
кривих, отриманих шляхом осцилографування, можна буде більш достовірно встановити 
закон зміни опору у реальній коливальній системі й знайти числові значення коефіцієнтів, 
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які характеризують такий опір. У роботі [4] запропонований чисельний метод розв’язку 
диференціальних рівнянь для найрізноманітніших демпфуючих функцій. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. У статті [5] розглянуті вимушені коливання 
вібратора з синусоїдальною збурюючою силою при наявності сухого тертя. Вперше це 
питання було досліджене Ден-Гартогом [6, 7], котрий показав, що в залежності від величини 
сили тертя коливання можуть відбуватись з паузами й без пауз. Він отримав точний 
аналітичний розв’язок для систем, у котрих відношення частоти ω  збурюючої сили до 

частоти Ω  власних коливань системи 5,0≥
Ω
ω

. Для  систем, у котрих це відношення менше 

0,5, Ден-Гартог отримав наближений розв’язок, а також обмежив його деяким діапазоном 

частот. У області малих значень 5,0<
Ω
ω

, за його твердженням, “рух має за півперіоду 

більше однієї паузи” і “для цієї області не може бути отримане рішення” [6]. 
У подальшому проблемою вимушених коливань при сухому терті займались інші вчені 

[8], котрі досліджували головним чином системи з несинусоїдальними вимушеними силами. 
Мета даної роботи полягає у розгляді вимушених коливань зернових сумішей при їх 

очищенні за наявності сил сухого тертя у постановці Ден-Гартога, отриманні загального 
рівняння руху системи для коливань з паузами чи без пауз, й оптимізації режимів її руху, 
котрі мінімізують виникаючі коливні процеси, викликані наявністю саме сил сухого тертя. 
При цьому оптимальні режими руху зернових сумішей встановлюються за допомогою 
методів варіаційного числення та розв’язку рівнянь Лагранжа-Ейлера [9, 10]. 

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Модель коливної системи з сухим тертям можна подати у вигляді пристрою 

наступного типу (рис. 1). Маса М, яка закріплена пружинами до нерухомої стінки, має 
можливість ковзати вподовж сухої поверхні, що нахилена під кутом б (5…8є) до горизонту. 
Коефіцієнт тертя ковзання µ. На масу М діє гармонічна збурююча сила ( ),cos αω +tQ
відновлююча сила пружин kx  та постійна за величиною, але завжди протилежна швидкості 
за напрямком сила тертя µ⋅= MgF  ( g  – прискорення сили тяжіння), x  – відхилення маси 
M  від положення рівноваги. 

Якщо розглядати усталені вимушені коливання системи, ці коливання здійснюються з 
частотою ω , яка дорівнює частоті збурюючої сили, і з розмахом, який рівний подвійній 
амплітуді коливань 02X . У кінцевих точках, одночасно зі зміною швидкості, сила тертя F
стрибкоподібно змінює свій знак на протилежний. 

Рис. 1. Модель коливної системи з сухим тертям 

Умови руху системи у обидві сторони абсолютно однакові. Тому достатньо 
розглянути лише одну половину циклу. 

Припустимо, що маса M  знаходиться у одному з крайніх положень. За початок 
відліку часу ( )00 =t  приймаємо момент початку руху маси M  з крайнього положення й
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припустимо, що рух з одного крайнього положення у інше крайнє положення відбувається за 
час 1t . Назвемо цей час тривалістю руху. Зрозуміло, що тривалість руху не може бути більше 

половини періоду коливань, тобто 
ω
π

≤1t . 

Тепер диференціальне рівняння вимушених коливань системи запишемо у вигляді: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
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
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де β  – фазовий кут збурюючої сили при 0=t ; ( )xsign
x
x





= – множник який вказує, що

напрямок сили тертя змінюється у залежності від зміни напрямку швидкості; 0X  – амплітуда 
коливань. При 0=Q  (1) описує власні коливання системи за наявності сил сухого тертя. 

Виходячи з (1) можна легко отримати квадратичну функцію відношення сили тертя до 
амплітуди вимушеної сили: 
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Визначимо закон руху )(tx , за якого ( )2*F за період тривалості руху системи ( )1tt =
приймає найменше значення, а значить справляє найменший вплив на динаміку нелінійної 
коливної системи для очищення зернового матеріалу. 

Для того, щоб знайти подібний закон руху )(tx коливної системи, треба задовольнити 
критерій якості цього руху, який виражається у вигляді функціоналу з підінтегральною 
функцією (2): 
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Рівняння Лагранжа-Ейлера, яке надає мінімум функціоналу (3) [10] має вид: 
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Розв’язок (2.30) має вигляд: 
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Взявши похідну за часом з виразу (7) отримаємо: 
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Підставивши початкові і кінцеві умови руху (5) в залежності (7) і (8), будемо мати: 
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Результати оптимального режиму руху зернової частинки представлені на рис 2. 
У випадку резонансу ω=Ω  слід враховувати інші види тертя (наприклад, в’язке 

тертя), притаманні решітному стану, який контактує з основою. 

ВИСНОВКИ 
1. Запропонована математична модель, яка описує рух сумішей за наявності сили

сухого тертя. 
2. Встановлені основні характеристики режимів руху сумішей у зазначених умовах, за

яких мінімізований силовий та кінематичний вплив сил сухого тертя на рух суміші у 
перехідних процесах. 

а б 
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в 
Рис. 2. Графік оптимального переміщення – а, швидкості – б та прискорення – в 

зернини по похилому решеті 
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	Модель, механічний осцилятор, сухе тертя, кінематично-силовий аналіз, маятникові коливання, вантаж, гальмування, крани.
	Постановка проблеми. При роботі кранів спостерігаються маятникові коливання вантажу, які викликають нерівномірний рух вантажопідйомних кранів чи вантажних візків (мостових кранів), додаткові навантаження на силові елементи кранів, створюють незручност...
	Аналіз публікацій по темі дослідження.  Динаміку вантажопідйомних кранів вивчав  автор [3], який запропонував математичну модель для аналізу процесу розгойдування вантажу при пуску й гальмуванні кранів. Модель осцилятора з сухим тертям вперше використ...
	Мета даної роботи полягає у встановленні основних закономірностей маятникових коливань вантажу при гальмуванні мостових кранів в межах моделей робіт [1-3].
	Виклад основного змісту дослідження. Розрахунок маятникових коливань вантажу на канатах можна вести за найпростішою схемою двомасової системи [3]. Введемо наступні позначення:  – маса крану/вантажного візка;  – маса вантажу;  – вага вантажу;  – приско...
	Зазвичай максимальні відхилення канатів від вертикалі не перевищують 10…120, тому приймаємо , . Із врахуванням цього припущення , , а горизонтальна складова натягу канатів:
	,                                                  (1)
	де .
	Рівняння руху крану має вид:
	,                                            (2)
	а рівняння руху вантажу у горизонтальному напрямку:
	.                                                (3)
	Приведена динамічна система, у котрій маса  ковзає вподовж опорної поверхні без тертя, описується рівняннями [3]:
	(4)
	Порівнюючи систему рівнянь (2) та (3) з (4), можна зазначити, що обидві системи ідентичні, якщо прийняти:
	.                                                                 (5)
	Звідси випливає, що динамічний вплив вантажу, що коливається, на кран (чи візок) аналогічний впливу вантажу, закріпленого за допомогою пружини з жорсткістю, яка чисельно дорівнює . Ця аналогія дозволяє наочно оцінити вплив вантажу, що розгойдується, н...
	Систему рівнянь (4) можна звести [3] до одного диференціального рівняння для -горизонтального переміщення вантажу відносно рухомої точки підвісу:
	,                                                         (6)
	де  – частота власних маятникових коливань вантажу відносно крана:
	.                                                         (7)
	Враховуючи ту обставину, що опір рухові крану (вантажного візка) створює сила тертя коліс з рейками, а також аеродинамічний опір вантажу на канаті, який розгойдується, приймаємо для  наступний закон:
	,                                                           (8)
	де  – сила (амплітуда) тертя Кулона (“сухого тертя”).
	Тоді у розгорнутому вигляді (6) із врахуванням (8) набуває виду:
	.                                               (9)
	У процесі гальмування крану (вантажного візка), коли він рухається по інерції, а зусилля приводного двигуна механізму пересування дорівнює нулю (), замість (9) матимемо:
	.                                               (10)
	Отже, рівняння (10), отримане вище, співпадає з рівнянням, яке описує рух механічного осцилятора з сухим тертям [1, 2]:
	,      ,                                           (11)
	де права частина дорівнює  в залежності від знаку .
	Рівняння (11) належить до кусково-лінійних рівнянь другого порядку. В усьому розглядуваному діапазоні зміни змінних рівняння такого типу нелінійні [1], однак на окремих ділянках їх можна вважати лінійними. Тому розглядувану нелінійну задачу (11) можна...
	Приймаючи наступні початкові умови:
	,      ,                           (12)
	на окремих ділянках руху, які відповідають проміжкам часу   (), маємо розв’язки рівняння (11) у вигляді:
	.                             (13)
	Тривалість коливань типу (13) продовжується протягом часу:
	,     .                               (14)
	Нижче, у таблиці 1 наведені значення  для різних значень , , , , , .
	Таблиця 1
	Значення  для різних , , ,
	*Примітка. Поряд зі значенням  подане значення : .
	Визначимо амплітуду  коливань вантажу, що описується диференціальним рівнянням (11) з наступних міркувань. Величина  є, по суті, силою сухого тертя і визначається за формулою:
	,                                             (15)
	де  – коефіцієнт тертя коліс вантажного візка з рейками.
	Тоді для амплітуди  матимемо:
	.                      (16)
	Слід зазначити, що відношення  визначає синус кута відхилення вантажу на канаті від вертикалі  (із врахуванням рухомої точки підвісу):
	.                                  (17)
	Нижче, у таблиці 2 наведені результати розрахунків  та  для різних значень ,  та .
	Таблиця 2
	Значення кута  та  від ,  та
	Враховуючи (17) і ту обставину, що , , , можна подати рівняння вільних (без тертя і затухання) коливань розглядуваної системи у вигляді рівняння руху неврівноваженого тіла, що обертається навколо горизонтальної вісі, і має вид:
	.                                                (18)
	Саме такий підхід дозволяє уточнити значення  (16).
	Введемо позначення:
	.                                       (19)
	Маятник (18) має стійке положення рівноваги ().
	Нехай значення , тоді існують м’які анізохронні лібрації [1], для яких рівняння скелетної кривої і вираз для кутового напіврозмаху () мають вид:
	;     .        (20)
	Тоді точне значення  можна знайти зі співвідношення:
	.        (21)
	У таблиці 3 подані значення  для різних значень  та , які обчислені за формулами (21).
	Таблиця 3
	Значення  для різних значень  та
	Висновки.
	1. У межах моделі механічного осцилятора з сухим тертям проведений кінематично-силовий аналіз маятникових коливань вантажу при гальмуванні мостових кранів.
	2. Визначені закон руху вантажу на канаті, частота маятникових коливань в залежності від основних параметрів системи (мас вантажу та вантажного візка, довжини канату), а також тривалість у часі процесу затухання вказаних коливань, викликаного наявною ...
	3. Отримані у даній роботі результати можуть бути у подальшому використані для уточнення та вдосконалення існуючих інженерних методів розрахунку навантажень, що виникають у мостових кранах при їх гальмуванні, за наявних маятникових коливань вантажу, я...
	Список літератури
	Аннотация. Проведен кинематически-силовой анализ маятниковых колебаний груза при торможении мостовых кранов. Для установления закона движения и его кинематических характеристик, определения силы натяжения канатов (его горизонтальной составляющей) испо...
	Ключевые слова: модель, механический осциллятор, сухое трение, кинематически-силовой анализ, маятниковые колебания, груз, торможение, краны.
	Annotation. The kinematic power analysis of the load's pendular oscillations in slow downing overhead cranes is performed. In order to define the law of motion and its kinematic characteristics, as well as the ropes stretching force (it's horizontal c...
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	УДОСКОНАЛЕННЯ БАНКІВСЬКОГО КРЕДИТУВАННЯ
	ПЕРСПЕКТИВЫ ВСТУПЛЕНИЯ РЕСПУБЛИКИ КАЗАХСТАН В ВТО.
	ГЛОБАЛИЗАЦИЯ РЕСПУБЛИКИ КАЗАХСТАН
	Борьба за свободу торговли - одна из главных тенденций мировой экономики второй половины уходящего века.
	Это движение за свободу торговли в последние годы получило название глобализации. Глобализация подразумевает мировую свободу передвижения не только товаров, но и капитала, а, в конечном счете, даже квалифицированной рабочей силы. Глобализации - это в ...
	Как видно из приложения 1, в 90-е годы объем мировой торговли ежегодно увеличивался в среднем почти на 7%, в то время как темпы роста ВВП планеты были в два с лишним раза ниже - примерно 3% в год. Динамика изменения мировой торговли в 2005 г. требует ...
	Глобализация не обошла стороной и Казахстан. С января 1996 г. республика имеет статус наблюдателя во Всемирной Торговой Организации (ВТО), которая пришла на смену Генеральному Соглашению по Тарифам и Торговле (ГАТТ). Но в республике почему-то не уделя...
	Зато теперь считается, что для страны с агрессивной внешнеторговой политикой открыт поистине бескрайний рынок. Нет сомнений, что КНР сполна воспользуется своим новым статусом и благодаря падению торговых барьеров, китайские товары станут еще более деш...
	Собственно, поэтому странам-участницам и понадобилось столько лет, чтобы максимально защитить от экспансии Китая своих производителей. В обмен на членство в ВТО Поднебесной пришлось принять ряд очень жестких условий и обязательств, некоторые из которы...
	Часто задается такой вопрос, не является ли вхождение Казахстана в ВТО преждевременным актом? Существуют разные мнения на этот счет. Для России, например, английскими экономистами было подсчитано, что при вступлении в ВТО она сэкономит более миллиарда...
	Казахстан придерживается жесткой позиции в вопросе вступления в ВТО. Как заявил председатель агентства по стратегическому планированию и реформам Ержан Утембаев: «Стратегическая цель Казахстана - вступить во всемирную торговую организацию (ВТО) на «до...
	Во вступлении в ВТО есть как положительные, так и отрицательные стороны.
	Отрицательные стороны.
	Какие же существуют негативные моменты вступления в ВТО? Ясно, что мы имеет конкурентоспособный сектор только в области выработки первичных продуктов переработки и добычи природных ресурсов. Другие отрасли нашей экономики неконкурентоспособны, в особе...
	По мнению некоторых экспертов, вступление в ВТО может обернуться для Казахстана полной ликвидацией некоторых отраслей народного хозяйства. При этом казахстанская продукция сельского хозяйства может оказаться «лишней» на внешних рынках. Впрочем, вступл...
	Также от Казахстана требуют снижения уровня таможенных тарифов с потерей права в дальнейшем их повышать. Понятно, что это будет сильнейшим испытанием для бюджета нашей страны. Но либерализация торговли товарами - это еще полбеды. Согласно Всеобщему со...
	В декабре 1997 г. было также подписано соглашение о либерализации рынка финансовых услуг, участниками которого стали 102 государства. Этот глобальный рынок охватывает 38 трлн. банковских кредитов, 18 трлн. долл. ценных бумаг и 2 трлн. долл. страховых ...
	До нас еще толком не дошло, что вступление в ВТО может грозить полной ликвидацией некоторых отраслей народного хозяйства. Во многих странах эту опасность чувствуют острее, особенно в странах Восточной Европы, чья сельхозпродукция оказывается «вдруг» н...
	Для Республики Казахстан не может считаться справедливым, если обязательства по вступлению в ВТО будут основаны на сокращении уровня внутренней поддержки, оказываемого государством аграрному сектору. В 1990г. сельское хозяйство занимало 34% в ВВП, но ...
	Уровень правительственной поддержки сельскохозяйственных производителей в Казахстане значительно отличается от сложившегося в развитых странах. Так, отношение размера дотаций к размерам агропродукции составляет 80% в Швейцарии, средний уровень в стран...
	По мнению противников ВТО - эта организация поддерживает интересы транснациональных корпораций и не проявляет заботы о простых людях. США активно использует посредничество ВТО для защиты своих интересов. Из 24 случаев, когда Вашингтон обращался за пом...
	Одновременно администрация США выступает за активизацию ВТО в сфере охраны окружающей среды, что также будет играть ей на руку, так как в США установлены более высокие стандарты, чем в большинстве стран мира, которые не способны удовлетворить американ...
	В число приоритетов США входит также всемирное соглашение о транспарентности в государственных закупках. Этот рынок ежегодно поглощает свыше 3 трлн. долл. Под видом борьбы с коррупцией американская администрация стремится обеспечить доступ на этот рын...
	Другой аргумент противников глобализации: она нивелирует культурное своеобразие стран, превращая их всех в бледную копию Запада. Во многом это справедливо, но здесь, прежде всего, следует спросить самих жителей стран, что для них важнее: повышение уро...
	Положительные стороны.
	Главный положительный фактор - открытие новых возможностей по доступу на мировые рынки. Разительный пример - город Бангалор в Индии, выросший на контрактах американских корпораций в один из крупнейших в мире центров разработки программного обеспечения.
	Не секрет, что членство в ВТО существенно повышает инвестиционную привлекательность страны, так как одним из основных принципов этой организации является принцип «транспарентности», то есть полной открытости страны, прозрачности законодательной базы. ...
	Острое соперничество между региональными блоками приводит к регулярным «банановым войнам». Но ВТО стала инструментом, благодаря которому торговые войны не приводят к настоящим военным конфликтам. Это особенно важно в сегодняшнее неспокойное для Казахс...
	Без вступления в ВТО Казахстан неизбежно будет подвергаться разного рода экономической дискриминации. Ведь правила игры на мировом рынке устанавливаются без нас, а нередко - и против нас. Санкции, квоты, поправка Джексона-Веника и прочие меры, ущемляю...
	Оппозиция свободной торговле базируется на двух противоположных идеях - и что характерно, неверны обе.
	Первая заключается в том, что свободная торговля понижает уровень жизни в развитых странах, стимулируя утечку рабочих мест и создавая торговый дефицит.
	Вторая - в том, что свобода торговли расширяет экономическую пропасть между богатыми и бедными странами.
	Для того чтобы и то и другое было правдой, богатые страны должны терять рабочие места и одновременно становиться еще богаче, тогда как развивающиеся страны должны приобретать рабочие места, развиваться быстрее и одновременно становиться еще беднее.
	Существует также мнение, что ущерб отечественной промышленности нанесен не будет, и Казахстан только выиграет от вступления по следующим причинам: во-первых, из-за того, что казахстанская промышленность сегодня насыщена большим количеством импортных к...
	Для Казахстана большое значение имеет условие ведения торговли между участниками ВТО на недискриминационной основе, в связи с большой вовлеченностью нашей республики в мировой экспорт нефти, нефтепродуктов, природного газа, электроэнергии и угля. Всту...
	Что же касается негативных сторон, то можно предположить, что краткосрочные потери, которые несут вновь вступающие страны при сокращении тарифов, будут с лихвой компенсированы долгосрочными доходами от вхождения в мировой рынок. ВТО дает нам только пр...
	Казахстан обладает всем необходимым для того, чтобы стать в XXI веке в числе лидеров мирового развития. Гигантские природные ресурсы, научный потенциал, квалифицированная рабочая сила - все это может сделать нас вполне конкурентоспособными в глобально...
	Хотелось бы закончить мысль словами Генерального Секретаря ООН, который сказал, что «в сегодняшнем неспокойном мире больше всего проигрывает тот, кто остался незащищенным от глобализации. Это те, кто остался за бортом».
	Развитые западные страны осуществили мощный технологический прорыв на качественно новый уровень производства и потребления продовольствия благодаря кооперации, специализации и концентрации производства как крупных, так и мелких фермерских хозяйств....
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	РОЛЬ МАРКЕТИНГУ В УПРАВЛІННІ СУЧАСНОЮ ФІРМОЮ
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